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エンタングルメントと
ベルの不等式

北野 正雄

京都大学名誉教授

だがこの実験は通常とは違って, 問題の数を含む量

子ビットを, 計算の各ステップでコンピュータ内の別

の, 余分なキュービットと故意に絡みあわせた. 結果

として, そのとき計算を行っているセクションは純然

たる量子状態ではなくなって, ふたつの数を同時に含

んでいるようにではなく, 単に同率の可能性でどちら

かひとつを含んでいるかのようにふるまった. この結

果は, 機械全体が不完全な遮蔽のせいで周囲の物体と

絡みあってしまった場合とまったく同様, 計算の量子

的性質を根底から崩すものだ.

グレッグ・イーガン著, 山岸真訳「ひとりっこ」, (『ひ

とりっこ』(ハヤカワ文庫 SF, 2006) 所収)

＊　　　　＊　　　　＊

1 状態のもつれ

量子系におけるエンタングルメントの存在は, 理論

の自然な要請である. 例えば, ヘリウム原子中の 2つ

の電子がエンタングル状態にあることは抵抗なく受け

入れられている. しかし, 2つの系が隔離され, 相互作

用がなくなった状況にあっても, エンタングルメント

が保持されることは日常感覚, つまり古典力学的世界

の常識では理解しがたい. シュレディンガーはエンタ

ングルメントの存在が腑に落ちず, 量子論の研究に対

する熱がすっかり冷めてしまった. また, アインシュ

タインが量子論は完全な理論となり得ない主張する根

拠ともなった [1].

量子論では, 1次元上の粒子は波動関数 ψ(x) で表

され, |ψ(x)|2dx は粒子が x と x+ dx の間に見いだ

される確率を表す (2乗積分が 1に規格化されている

とする).

1 次元上の 2 つの粒子 a, b の波動関数が ψ(xa),

ϕ(xb) のとき, 全体系の波動関数は

(ψ ⊗ ϕ)(xa, xb) := ψ(xa)ϕ(xb)

と表される. ⊗ はテンソル積と呼ばれる. 粒子 a が位

置 xa 付近に見いだされ, かつ粒子 b が位置 xb に見

いだされる確率は |ψ(xa)|2dxa × |ϕ(xb)|2dxb である
ことから, このように定義することは理に適っている.

重ね合わせの原理から, テンソル積の和

ψ1(xa)ϕ1(xb) + ψ2(xa)ϕ2(xb)

も波動関数の資格を持っている (規格化は必要). この

ような関数は, ψ1 = ψ2, または, ϕ1 = ϕ2 でなければ,

1つのテンソル積にまとめることはできない.

この事実は見かけ以上に深刻な問題をはらんでい

る. それは, 粒子 a を xa に見出す確率が, 粒子 b を

どこに見出したかによって変わりうるということであ

る. 量子論では部分系に対する波動関数が存在しえな

い状況が一般的なのである. これをエンタングルした

(もつれた, からまった) 状態と呼ぶ.

2 光子の偏光

本稿では, エンタングルメントの例として, 光子対

の偏光状態を取り上げるが, まず, 偏光について復習

しておこう. スマホやパソコンの液晶画面では, 偏光

を利用して各ピクセルの明るさが制御されている. ミ

ツバチは偏光を見分ける能力があり, 大気のレイリー

散乱の異方性による天空の偏光パターンを利用する

ことで, 太陽が直接見えない状況でも迷子にならない.

人間の眼もわずかに偏光を感じることができる. 液晶

画面のような, 偏光した白色の面を凝視すると, 偏光

軸に沿った黄色い蝶ネクタイのようなパターン (ハイ

ディンガーのブラシと呼ばれる) が視野の中心に見ら

れる.

直線偏光が直線偏光板を通過する際, その透過率

は光の電場と偏光板の透過軸の間の角度 θ で決まり,

T = cos2 θ である. 古典的には, 透過に際して電場ベ

クトルが透過軸方向に射影されて、その大きさが減少

することで簡単に説明がつく.
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しかし, 光の強度を弱くして, 光子が 1つずつ入射

するような状況を考えると, 話はむずかしくなる. 周

波数 ν の光子 1個のエネルギーは hν である (h はプ

ランク定数). 量子論によれば, 光子の切り売りは許さ

れないので, その一部のエネルギー Thν が透過して

いると考えることはできない. 唯一の可能な解釈は,

光子が偏光板に到着するたびに, くじが引かれ, 当た

りの場合のみ通過が許されるというものである. 当た

りくじの確率が透過率 T だと考えると, 多数の光子

に対して古典的な結果が再現される.

数学的には, 測定結果にバラつきが生じるのは, 測

定 (操作) に対応する演算子の非可換性に帰着される.

今の状況でいえば, 2枚の偏光板を重ねる順序によっ

て, 透過率や偏光軸が異なるということである.

3 隠れた変数

偏光板に光子が入射するという基本的な設定におい

てさえ, 確率的事象が生じるのは不思議なことである.

現在でこそ, 量子論の確率解釈は当然と思われている

が, 決定論への信奉を破る考えであり, その受け入れ

までには多くの議論が必要であった. アインシュタイ

ンの有名な「神はサイコロを振らない」は彼の確率解

釈への不信を端的に表している.

対案として考えられるのは, 偏光板の前に到達した

光子の運命は神の振るサイコロによってではなく, そ

れぞれが密かに保持している通行証の情報に基づいて

決められているという考えである. 通常の偏光の状態

以外の情報が保持されているのだが, 我々がそれを知

らないために現象がランダムに見えているというので

ある. これが「隠れた変数 (hidden variable)」モデル

と呼ばれるものである. 今の例でいえば, 各光子が一

様なランダム変数 λ ∈ [0, 1] を持っていて, λ < cos2 θ

の場合のみ通過が許されるとすれば実験結果を再現で

きる.

量子論に確率が必要になるのは, 隠された変数に対

する無知が原因であって, それを含む新たな理論が確

立されれば, 古典論的決定論が回復できるという魅力

的な考え方である. しかし, この方向での解決は困難

であることが示された. 自由度 3以上の量子系に対し

ては, 先の偏光の場合のようには, 適切な隠れた変数

モデルは作り得ないことが証明されたのである [2, 3].

ただし, 測定によって隠れた変数は影響を受けないと

いう仮定 (non-contextuality) がおかれているが, 妥

当なものである. また, 次に示すベルの不等式はこの

制約を受けない.

4 光子のエンタングルメント

1光子の偏光は 2自由度の量子系であり, (規格化さ

れた)複素数の対 (ψH, ψV)が波動関数に相当する. こ

の 2次元複素ベクトルをブラケット記法を用いて

|ψ〉 = ψH|H〉+ ψV|V〉

のように表す. |H〉, |V〉 は水平偏光, 垂直偏光の状態

を表すケットであり, 基底の役割を果たす1. 2 つの

ケット |ψ〉, |ϕ〉 の内積は, 〈ϕ|ψ〉 = ϕ∗HψH + ϕ∗VψV で

表す. (a∗ は a の複素共役).

直線偏光状態は,

|θ〉 = cos θ|H〉+ sin θ|V〉

と表すことができる. この状態の光子が水平方向に

セットされた H偏光板を通過する確率は, 内積の 2乗

|〈H|θ〉|2 = cos2 θ

で与えられる. θ + π/2 方向の偏光を表すケットを

|θ̄〉 = |θ + π/2〉 = − sin θ|H〉+ cos θ|V〉

と書いておく.

ケットのテンソル積 |ψa〉 ⊗ |ψb〉 は光子 a, 光子 b

の偏光状態がそれぞれ |ψa〉, |ψb〉 であることを表す.

ケットを並べたものと考えて, ⊗ は省略されることが
多い. このような 2光子の偏光状態は 4次元のベクト

ルで表され, その基底は例えば

(|H〉|H〉, |H〉|V〉, |V〉|H〉, |V〉|V〉)

である.

偏光状態がエンタングルした 2つの光子 (光子対)

は, 1つの光子を非線形効果で 2つに分裂させるパラ

メトリック下方変換という手法が用いられる. エン

タングルした状態の例として, 次のようなものを考え

よう.

|Φ〉 = 1√
2
(|H〉|H〉+ |V〉|V〉) (1)

ここで, 光子 a を H 偏光板に通すと確率 1/2 で透過,

あるいは阻止される. その結果, 前者の場合, 光子 b

の状態は |H〉, 後者の場合は, |V〉 となる. 光子 a の

状態を調べれば, 自動的に光子 b の状態が分かるので

ある. ただし, このような相関はあまり驚くには当た

らない. 光子対を生成する際に, 両方が |H〉, あるいは
|V〉 になるようにして, 1/2 の確率で送り出されてい

るだけかも知れないからである.

1通常のベクトル記法によって ψ = ψHeH + ψVeV と書いて
もよい.
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光子 a

光子 b

光子対源

偏光板 a 
偏光板 b

検出器 a 検出器 b

図 1: ベルの不等式の破れの検証実験

さて, 式 (1)の状態は基底を |H〉, |V〉 から, |θ〉, |θ̄〉
に変換すると,

|Φ〉 = 1√
2
(|θ〉|θ〉+ |θ̄〉|θ̄〉)

のようになる. したがって, 同じ状態の光子対に対し

て, 光子 a を H偏光板ではなく, θ 偏光板に通すと,

やはり確率 1/2 で透過, あるいは阻止される. そして,

前者の場合, 光子 b の状態は |θ〉, 後者の場合は, |θ̄〉
となる. 光子 a の任意の偏光測定の結果によって, 光

子 b の対応する偏光状態を確実に言い当てられると

いう, 不可思議な状況になっているのである.

光子 a を H 偏光板を通すだけで, 光子 b に全く触

れずに, それが H 偏光であることを言い当てられる

のであれば, その性質はもともと光子 b に内在したも

のであって, 光子 a の測定前から変わらず保持されて

いるはずだと考えることができる. この考えは「局所

実在論」と呼ばれる.

H 測定を取り止めて, 代わりに θ 偏光板 (0 6= θ 6=
π/2) を通して光子 a が θ 偏光であることを確認した

とする. この性質も予め光子 bが保持していたと考え

ると, 光子 b の偏光は H かつ θ であったということ

になる. これを一般化すると, 非可換な物理量が同時

に確定値を持つ状態が存在するということになって矛

盾に至る. Einstein はこれを根拠に量子論は完全な物

理理論とはいえないと主張した [4]. この矛盾は著者

の頭文字から, EPR のパラドックスと呼ばれている.

5 ベルの不等式

光子対の量子論的な非局所相関を再現するような隠

れた変数モデルを作ることを考える. 図 1のように,

光子 a については, 偏光板 a を θ 偏光 (0 < θ < π/2)

か, V 偏光を透過させるようにセットして,

|A〉 = |θ〉, または |C̄〉 = |V〉,

を, 光子 b については, 偏光板 b を θ̄ 偏光 (θ̄ =

π/2− θ) か, H 偏光を透過させるようにセットして,

|B〉 = |θ̄〉, または |C〉 = |H〉,

図 2: ベルの不等式における隠れた変数の集合

をそれぞれ調べるようにして, 両方の光子が共に偏光

板を通過する確率を測定するものとする. 偏光板の置

き方の組合せは 4通りであるが, p(C ∩ C̄) = 0 なの

で, 3通りに対する確率 p(A∩B), p(A∩C), p(C̄ ∩B)

が調べられる.

図 2 のように隠れた変数 λ が取りうる値の集合を

U とし, その部分集合を A, B, C とする. λ ∈ A な

ら, 光子 a が偏光板 A を通過, λ ∈ B なら, 光子 b が

偏光板 B を通過, λ ∈ C なら, 光子 b が偏光板 C を

通過, λ ∈ C̄ なら, 光子 a が偏光板 C̄ を通過するも

のとする.

各部分集合に対する確率 p を調整することで, 光子

対の振る舞いを再現すること試みる. 例えば, p(A ∩
B) = 1

2 cos
2(π/2 − 2θ) とすれば, 量子論と一致する

確率で, 光子 a が偏光板 A を, 光子 b が偏光板 B を

共に通過する. p(Ā∩ B̄) = p(A∩B) であることに注

意する.

さて, このような確率の割当てには制約がある. 集

合の包含関係に関する式

A ∩B = (A ∩B) ∩ (C ∪ C̄)

= (A ∩B ∩ C) ∪ (A ∩B ∩ C̄)

⊆ (A ∩ C) ∪ (C̄ ∩B)

が成り立つことは簡単に分かる. 部分集合に確率を対

応させると, 次の不等式が得られる.

p(A ∩B) ≤ p(A ∩ C) + p(C̄ ∩B) (2)

これがベルの不等式 [5]である2.

さて, 量子論の結果に合わせるためには,

p(A ∩B) = |〈A|B〉|2 =
1

2
sin2 2θ

p(A ∩ C) = |〈A|C〉|2 =
1

2
cos2 θ

p(C̄ ∩B) = |〈C̄|B〉|2 =
1

2
cos2 θ

2ベルの不等式には, 偏光板の設定に応じていくつかのバージョ
ンがあるが, ここに示したのはその 1 つである. 特に, CHSH
(Clauser-Horn-Shimony-Holt) 不等式と呼ばれるものが一般的で
ある. また, 確率 p の代わりに, 相関 C := 4p− 1 がよく使われる.
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を満たさなければならないが, π/4 < θ < π/2 の場合

には,

sin2 2θ > 2 cos2 θ

となって, ベルの不等式 (2) を破ってしまう. この場

合, p(A∩C ∩ B̄), p(B ∩ C̄ ∩ Ā) を負にせざるを得な
くなる. つまり, 量子論に合う確率の割当は不可能だ

ということである.

ベルの不等式の破れの検証実験は, アスペら [6]に

よるものを始めとして, 念入りに行われてきたが, い

ずれの結果も量子論を支持するものである [7]. この

ように, 隠れた変数理論を始めとする代替理論が否定

され, 量子論の正当性がゆるぎないものになってきた.

6 量子計算とエンタングルメント

1990年代になると, エンタングルメントを積極的に

活用した量子計算や量子暗号といった量子情報処理の

考え方に注目が集まるようになり, さまざまな物理系

を利用してエンタングルメントを生成, 制御するデバ

イスが実現されるようになってきた. 最も基本的な量

子ゲートである制御 NOT (CNOT) の動作は

(α|0〉+ β|1〉)|0〉 7→ α|0〉|0〉+ β|1〉|1〉

であり,非エンタングル状態をエンタングル状態に変化

させるものである. 思考実験 (Gedankenexperiment)

の対象であったエンタングルメントは今やコンピュー

タの素子というリアルなものに変容を遂げたわけで

ある.

ところで, 多くの系がエンタングルした状態

α|0〉|0〉 . . . |0〉+ β|1〉|1〉 . . . |1〉

は大変脆弱である. 各系における位相のずれが蓄積し

て相対位相が大きく変化して重ね合わせの符号が変わ

りうる. また, 1つの系の測定が意図しないままに行わ

れただけで, 全体が |0〉|0〉 . . . |0〉 または |1〉|1〉 . . . |1〉
になってしまう. このような脆弱性が量子計算機を実

現する上での障害になっている.

7 自然の巧みさ

量子論における非局所相関はセンセーショナルなも

のに見えるが, 意外に行儀がよく, 我々の日常を撹乱

しないようにできている.

H光子と V光子をそれぞれ 1/2 の確率で発生する

光源を考えよう. θ 偏光板を通過する確率は, それぞ

れ cos2 θ, sin2 θ なので, 平均をとれば 1/2 になる. θ

光子と θ̄ 光子を確率 1/2 で混ぜたものと結果は変わ

らず, 特に H, V を選んだ効果は見えない. 補色の絵

の具を混ぜてつくった灰色には元の色の個性が見えな

いのと同じである. 太陽など日常的な光源からの光は,

ほとんどが無偏光である. 光子対光源も片方の光子だ

けを見ている限りは無偏光状態である.

光子対の実験の話を聞いて, 光子 a に対する測定に

よって, 光子 b の状態を瞬間的かつ自由に変化させら

れるという印象を持つ人も多い. しかし, 冷静に見る

と, それほど大胆なことができるわけではない. 確か

に, 光子 a に対してどの偏光を測定するかは自由に決

めることができるが, その結果まではコントロールす

ることは出来ず, 透過・不透過は成り行き次第である.

その結果を伝えなければ, 光子 b の状態は相変わら

ず, 測定しなかった場合と同様に,「無偏光」である.

さらに, コントロールしたり, 情報を得ていると思っ

ていても, b光子の方が先行して測定されている可能

性さえある. 何か積極的なことを行うためには, 光子

a に対する測定の種類と結果を遠隔地に伝える必要が

ある. 相対論的因果律を破っているという議論もよく

なされるが, 古典的情報を伝達しないと意味のあるこ

とは出来ないので, 心配は無用である.

隠れた変数理論が否定され, エンタングルメントが

当然のこととして, 受け入れられるようになったわけ

であるが, 観測によりどのようなメカニズムで状態が

選択されるのか, という問題 (いわゆる波束の収縮)

が大きい宿題として残ってしまっている. 巧妙な自然

の企みを知るためには, しばらく時間がかかりそうで

ある.
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