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ビオ・サバールの式と変位電流 — ヘルムホルツ分解の視点から
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1 はじめに

長年続いている変位電流をめぐっての論争は, 「変

位電流による磁場はゼロである」という誤解を招く

主張 1, 2) に惑わされて, さまざまの方向に議論が拡

散し, 混乱状態が続いている 3).

文献 4)では, (準定常条件下で) 磁場を「電流」と

「変位電流」に起因するものに分離することは,原理的

に不可能であることを示し,「変位電流が磁場をつく

るか/つくらないか」という設問自体が意味をなさな

い, 不適切な (ill-posed) 問題であることを明らかに

した. 磁場との関連において, 電流と変位電流は一体

のものであり, それらの一部 Jpart を切り出して, 対

応する磁場 Hpart が定められるのは, divJpart = 0

の場合に限られる. そして, 変位電流はこの条件を満

たしていない.

にもかかわらず「切り出された部分電流による磁

場」なるものを求めようと, ビオ・サバールの式がし

ばしば援用される. しかし, ビオ・サバールの式の電

流要素は両端に変位電流を伴っており, その積分結

果においても, 与えられた電流 (あるいは変位電流)

の湧き出しを打ち消すための, 変位電流の効果を〈自

動的に〉織り込んだ磁場を与えている 4, 5, 6). これ

は, 意図された部分電流による磁場とはいえない.

本稿では, やや異なった視点から, ビオ・サバール

の式が変位電流の効果を自動的に内包する仕組みを

詳しく調べる. そのために, 電流密度をはじめとす

る, ベクトル場を渦なし場 (縦場) と湧き出しなし場

(横場) に分ける「ヘルムホルツ分解」を導入し, 幾

何学的な手法で理解を深める. マクスウェル・アン

ペールの式は, 磁場と〈電流分布の横成分〉の間の一

対一対応を与えるものであり, 変位電流は電流分布

の縦成分の打ち消しの役割を演じていることを示す.

一方, ビオ・サバールの式は, 与えられた電流分布の

横成分への射影を求め, それに対する磁場を算出す

る 2段階の機能を有していることを明らかにする.

次に, 変位電流 (∂tD ̸= 0) に加えて, 電磁誘導が

存在する (∂tB ̸= 0) 場合について議論する. 電磁誘

導電場に起因する〈変位電流の横成分〉が出現し, 電

流の縦成分の打ち消しという受動的な役割ではなく,

独立した項として, 電流から遠く離れた場所におい

ても磁場を支える役割を果たしうることを示す. こ

の変位電流の横成分によって, 電磁波伝搬がはじめ

て可能になることが分かる.

2 ビオ・サバールの磁場が与える電流

電流密度 J(r) に対する, 磁場 (の強さ) H(r) を与

える, ビオ・サバールの式は,

H(r) =

∫
dv′J(r′)×G(r − r′) (1)

と書ける. dv′ は位置 r′ における体積要素である.

簡単のために, クーロン型のベクトル場を

G(r) :=
r

4π|r|3

(
= −∇ 1

4π|r|

)
(2)

と表した 7). ビオ・サバールの磁場 (1) の渦は

curlH(r) = J(r)−
∫
dv′(∇′·J(r′))G(r−r′) (3)

であり 8), 与えた電流密度 J に加えて, 余分な項が

現れている. この項は divJ = 0 の場合は消える
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図 1: 電流密度 J のヘルムホルツ分解. 関数空間に

おける直交部分空間への射影を概念的に表している.

ので, 変位電流密度に対応すると推測される. 電荷

の保存則 divJ(r) + ∂tϱ(r, t) = 0 とガウスの法則

divD(r, t) = ϱ(r, t) を考慮すると, 式 (3)右辺第 2

項 (負号をふくむ)は,∫
dv′∂tϱ(r

′, t)G(r − r′) = ∂tD(r, t) (4)

となり 9), 確かに, 変位電流密度になっている. 電流

の湧き出しを補償するように, クーロン形の変位電

流を充てていることが分かる.

3 ベクトル場のヘルムホルツ分解

変位電流の役割をさらに詳しく見ておこう. 一般の

3次元ベクトル場は,「渦なし場」と「湧き出しなし

場」の和で表されることが知られている. ヘルムホ

ルツ分解と呼ばれる 10). 例えば, 電流密度場は,

J(r) = JL(r) + JT(r), (5)

∀r : curlJL(r) = 0, divJT(r) = 0

と分解される. 場のフーリエ変換 J̃(k) における幾

何学的関係から, 渦なし場, 湧き出しなし場はそれぞ

れ, 縦場, 横場ともよばれ, 添字 L, T で表す 11).

ここで, 式 (3) を次のように書き直す.

curlH = J(r)− L̂J(r) = (1̂− L̂)J(r) (6)

L̂ はベクトル場 J(r) に新たなベクトル場

(L̂J)(r) :=

∫
dv′(∇′·J(r′))G(r − r′) (7)

を対応させる線形演算子, 1̂ は恒等演算子である. 式

(6)と div curl ≡ 0から, (1̂−L̂)J =: T̂J は横場であ

る. T̂J を式 (7) に代入すると, L̂(T̂J) = 0. これら

から, T̂ と L̂ は射影演算子の性質, T̂ 2 = T̂ , L̂2 = L̂,

T̂ L̂ = L̂T̂ = 0 を満たすことが分かる (図 1).

式 (6) から, ビオ・サバールの式は電流密度の〈横

成分〉JT = J −JL による磁場を与えていることが

わかる. これは, 全電流密度

J tot := J + Jdisp (8)

に対応している. Jdisp = −JL (= ∂tD) は変位電流

密度である. ここで, 差と和の違いがずいぶん異なっ

た印象を与えている. 図 1 のように, 電流密度 J に

変位電流密度 Jdisp を〈加える〉ことは, 縦成分 JL

の〈打ち消し〉を意味するのである. 後者の文脈で

は, マクスウェル・アンペールの式を

curlH = J − (−∂tD) (9)

と書いた方が理解しやすい.

表 1 に電流分布のヘルムホルツ分解の例を図示し

た. 原点の微小電流要素 p := J∆v については, 式

で与えた 12). 電流 I の線要素 ∆l では I∆l を, 速度

v で運動する点電荷 q では qv を, それぞれ p と置

けばよい.

球対称電流は変位電流の基本的形態なので, よく

議論の対象になる 1, 2). 表 1に示す, 多数の半直線

電流を等方的に 1点に集約することで, 球対称電流

が得られる. 対応する操作を端点に変位電流を加え

て得られる横成分について行うと, 明らかに全電流

はゼロになり, その〈結果として〉磁場もゼロにな

る. これは, 横場である全電流と磁場が等方的であり

得ないことと符合している 13). コンデンサについて

は, 極板上の電流も考慮する必要がある 14).
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J = JT + JL

J = J tot + (−Jdisp)

微小電流要素 p δ3(r) (p×∇)×G(r) (p ·∇)G(r)

半直線電流

球対称電流 0

コンデンサ

表 1: 電流のヘルムホルツ分解の例.

J

J tot H

T̂

f̂

ビオ・サバール

f̂T

curl

マクスウェル・アンペール

図 2: ビオ・サバール

の式の 2つの役割

4 ビオ・サバールの式のトリック

ビオ・サバールの式は, 実験結果やクーロンの法則と

の類似性などを参考に, 経験則として確立されたも

のであるが, 本来マクスウェル方程式の解として求

められるべきものである. ビオ・サバールの式にお

いて, 見かけ上, 変位電流密度が現れない理由を, そ

の導出過程に遡って調べておこう.

式 (9)の渦 curl curlH = curlJ totと div(µ0H) =

0 (µ0: 真空の透磁率) を組み合わせると,

∇2H = − curlJ tot (10)

が得られる. curl curl = grad div−∇2 を用いた. こ

の (ベクトル) ポアソン方程式の標準的な解から,

H(r) =

∫
dv′J tot(r

′)×G(r − r′) (11)

が得られる 15). 通常のビオ・サバールの式 (1) の J

を J tot = J+∂tD で置き換えたものである. これを

H = f̂TJ tot (12)

のように, 〈全電流に対する〉演算子で表すことに

する. マクスウェル・アンペールの式 curlH = J tot

の逆であり, f̂T = curl−1 と書ける. 磁場と全電流の

間には〈一対一対応〉が成り立っている (図 2).

さて, 方程式 (10) の右辺には curl があり, 任意の

縦場 J ′
L を加えても, curl(J tot +J ′

L) = curlJ tot だ

から, 磁場は影響されない. そこで, J ′
L = −∂tD と

選べば, 式 (11) の J tot は J で置き換えることがで

きる. D を別途計算せずとも, 外的に予め把握可能

な J だけから磁場を求められるので好都合である.

これがまさに, 通常のビオ・サバールの式 (1)であり,

H = f̂J , f̂ := f̂TT̂ (13)

と表せる. 演算子 f̂ は〈任意の〉電流分布に対して

定義されるが, 可逆ではない (図 2). つまり, 磁場 H

から電流 J を一意に決めることはできないのである.

このようにビオ・サバールの式には, (i)所与の電流

分布 J から横成分 (全電流) T̂J = J tot = J + ∂tD

を取り出し, (ii) それに対応する磁場 H を求める,

という 2段階の機能が内包されている.

5 電磁波と変位電流

これまでは, 定常電流条件が破れた場合 (divJ ̸= 0,

すなわち ∂tD ̸= 0)を扱ってきた. さらに条件を緩め

て, 磁場も時間変動する場合 (∂tB ̸= 0) を考えよう.

マクスウェル方程式において場の縦成分, 横成分

の分別を行う. 磁束密度は, 湧き出しがないので,
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B ≡ BT であり, 電磁誘導の式は,

curlET = −∂tBT (14)

となる. 電束密度については, divD = divDL = ϱ

であることから, 縦成分 DL は電荷密度に, 横成分

DT = ε0ET は電磁誘導の式に関係付けられている.

一方, マクスウェル・アンペールの式は

curlHT = JT + ∂tDT +((((((
JL + ∂tDL (15)

となるが, 左辺は横場 (湧き出しなし) なので, 定常

磁場の場合と同じく JL + ∂tDL = 0 とならなけれ

ばならない. そして, 電流密度の横成分 JT の他に,

電磁誘導由来の変位電流密度の横成分 ∂tDT が残る

ことになる. この〈横〉変位電流による式 (14), (15)

の結合によって, 電場と磁場の横成分の絡み合いが

生じ, 新たに電磁波モードが可能となるのである.

横場 JT, ∂tDT は, いずれも湧き出しがないので,

縦成分の場合とは異なって, 磁場への寄与において,

分離して, 独立のものとして扱うことができる.

特に, JT = 0 とすると, 自由場の解が得られる.

横変位電流 ∂tDT は, 実電流に束縛されるものでは

ないため, 電磁波は源から遠く離れたところまで伝

搬可能となる 16). (変位電流の縦成分の源からの距

離依存性が高々 1/R2 であるのに対して, 電磁波, つ

まり横成分のそれは 1/R である.)

6 まとめ

変位電流の存在は巧妙 (subtle) で捉えがたく, マク

スウェルの深い洞察を通して, 漸くにして発掘され

たものである. 彼は電流と変位電流の一体性を重要

視し, それらの和である全電流 J tot を用いて電磁場

の基本方程式を書き下した. これまで見てきたよう

に, 一口に, 変位電流といっても, 縦成分と横成分で

は役割が異なっている. 前者が, 当初の導入のきっか

けにはなったものの, 電流の縦成分の打ち消しとい

う裏方に留まるのに対し, 後者は, 電磁波伝搬の立役

者として, 一躍脚光を浴びる存在となったのである.

ところで, 後進たちは, 電流と変位電流の磁場への

寄与の分離を試みるうち, ビオ・サバールの式の罠

に陥ってしまった. 特に「変位電流は磁場をつくら

ない」という言明は, 折角発見された変位電流の過

小評価や無視に繋がるだけでなく, 電磁波における

本質的役割さえ見失わせるおそれがある.

本稿を通して変位電流の理解が深まり, 教程にお

ける無用の混乱が収束に向かうことを期待したい.

有益な議論をしていただいた, 中田陽介, 玉手修平, 浦出芳

郎, 和田純夫, 斎藤吉彦, 霜田光一の各氏に感謝する.
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