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1 はじめに

1988年, Aharonovらによって提唱された弱測定

[1] が最近再び関心を集めている. 当初は「どのよ

うにスピン 1/2粒子の成分の測定結果が 100にな

りうるか」といったセンセーショナルなタイトルで

あったことなどから,際物として受け止める向きも

あったが, 概念としての有用性が次第に認識される

ようになってきた. また, 光のスピンホール効果な

どの微弱な相互作用の検出に弱測定が適用できるこ

とが実験的に示されたことなどから [2], 次第に注

目を浴びるようになってきた. 波動関数の測定とい

う, 従来の視点からは否定的にとらえられがちな実

験も, 弱測定を利用して行われている [3]. 本稿で

は, 弱測定やその結果である弱値が, 標準的な量子

論の枠組に自然に収まる有用な概念であることを示

したい. また, 弱測定が量子状態の位相, とくに幾

何学的位相と深い関係があることを示す [4].
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2 偏光の弱測定

まず, 弱測定の概要を知るための最も簡単な例と

して偏光測定の場合を見ておく. 水平偏光, 垂直偏

光の基底をそれぞれ |H〉, |V〉 で表すと, +45◦偏光,

−45◦偏光 はそれぞれ

|D〉 =
|H〉 + |V〉√

2
, |X〉 =

|H〉 − |V〉√
2

(1)
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である. (1次元的)ビーム形状が (複素)振幅 ψ(x)

で表される +45◦偏光ビームは |ψ0〉 = ψ(x)|D〉 と
書くことができる. このビームが複屈折媒質ででき

たプリズムを通過すると, |H〉, |V〉 に対する屈折角
の違いから, 水平偏光成分は +ǫ, 垂直偏光成分は

−ǫ だけビームがずれる. すなわち,

|ψ1〉 =
ψ(x− ǫ)|H〉 + ψ(x+ ǫ)|V〉√

2
. (2)

ずれの大きさ |ǫ| はビームの幅に比べて十分小さい
とする (測定の弱さ). このビームを |X〉に近い偏光

|Xδ〉 =
(1 + δ)|H〉 − (1 − δ)|V〉√

2
, |δ| ≪ 1 (3)

に対応する偏光板を通過させる (事後選択).

〈D|Xδ〉 = δ である. すると, ビームの形状は

〈Xδ|ψ1〉 = 1
2
[(1 + δ)ψ(x − ǫ) − (1 − δ)ψ(x+ ǫ)]

∼ δ

[

1 − ǫ

δ

d

dx

]

ψ(x) ∼ δψ(x− ǫ/δ) (4)

|D〉
|D〉
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図 1: 偏光の弱測定
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のように変化する. 意外にも, ビームのずれ, すな

わち複屈折の効果が 1/δ 倍に増幅されている. 通

常, 複屈折の効果 ǫ は 2つのビームが完全に分離

する程度に大きくなるようにして測定される. し

かし, 弱測定の方法ではビームが分離しない状態で

も, 事後選択を行うことで,効果が「増幅」され, 測

定が可能となるのである. ただし, ビームの振幅

が δ 倍に小さくなっていることに注意する. (した

がって, 測定の精度向上に役立つかどうかは状況に

よる.) ここで測定対象となったのは複屈折の程度で

あるが, 利用された演算子は Â = |H〉〈H| − |V〉〈V|
と表すことができる. 後に示すように, この場合,

〈Â〉w = 〈Xδ|Â|D〉/〈Xδ|D〉 = 1/δ が弱値に相当し,

Â の固有値である ±1 の範囲外の値になりうる [1].

3 弱測定の理論

一般の弱測定は図 2のような手順にしたがって行

われる. 多数の量子系のアンサンブルを用意し, 各

系に対して以下の手順を逐次行う. まず, 時刻 ti に

事前選択のための射影測定 P̂i = | i 〉〈 i | を行う. 結

果は “1” または “0” であるが, “1” であった場合

のみ, 次に進む. 系の状態は | i 〉 になっている. 時

刻 tm (≥ ti) に, 物理量 Â に関する測定を行う. Â

のスペクトル分解を Â =
∑

k ak|mk〉〈mk| と書い
ておく. もし, 射影測定を行うと, 測定結果として

固有値のどれか, たとえば ak が得られて, 系は対

応する固有状態 |mk〉 に変化する. アンサンブルに

対して, 測定結果を平均すると 〈Â〉 = 〈 i |Â| i 〉 が得
られることはよく知られている.

しかし, ここでは系を外部のプローブ系と弱く相

互作用させ, 系の持つ Â に関する情報を部分的に

移すにとどめて,もとの状態をほとんど保持するよ

うにする. 相互作用の程度を ǫ で表す. 相互作用の

後に, プローブ系に対して適当な射影測定を行うこ

とで測定結果を得る. (いわゆる間接測定であるが,

詳細は後に述べる.) 得られた値はとりあえず記録

しておく. 次に, 時刻 tf (≥ tm) に事後選択のため

の射影測定 P̂f = | f 〉〈 f | を行う. 再び結果は “0” ま

たは “1” であるが, “0” の場合は先ほどの記録を破

棄し, “1” であった場合は保持する. 時間を遡って,

P̂i P̂fǫÂ

ti tm tf

Re

Im

“1”“1”

図 2: 弱測定のための手続き

測定結果を選別するのが「事後」選択と呼ばれるゆ

えんである. アンサンブル全体について上記の操作

を繰り返した後,保持されたデータのみの平均をと

ると, 弱値

〈Â〉w =
〈 f |Â| i 〉
〈 f | i 〉 (5)

に比例した値が得られる.

次に, プローブ系を用いた間接測定によって弱値

が得られる様子を調べる. 被測定系は離散スペクト

ル, 測定器 (プローブ) は 2状態系で表されるとす

る. (一般には, 先の例におけるビームの位置 x の

ように連続量で表されるプローブでモデル化される

ことが多いが,ここでは簡単化のために 2状態系を

用いる.) プローブ系の基底を (|0〉, |1〉) で表し, 初

期状態を |0〉 とする. 被測定系の初期状態を | i 〉 と
おく. 全体系の初期状態は

|Ψ0〉〉 := | i 〉|0〉 (6)

である. 被測定物理量が Â に対して,測定のための

ユニタリ相互作用を

Û := 1̂ − iǫÂ⊗ σ̂1 (7)

とする. ただし, σ̂1 = |0〉〈1|+ |1〉〈0|はプローブに関
する演算子, ǫ は微小なパラメータである. (Â⊗ σ̂1

に比例する相互作用ハミルトニアンで弱く結合させ

ればよい.)

測定相互作用後の全体系の状態は

|Ψ1〉〉 = Û |Ψ0〉〉 = (1̂ − iǫÂ⊗ σ̂1)| i 〉|0〉 (8)

となる. 事後選択のための状態を | f 〉 とする. ただ

し, 〈 f | i 〉 6= 0. 事後選択によってプローブ系の状
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態は

|φ2〉 = 〈 f |Ψ1〉〉 = 〈 f | i 〉(1 − iǫ〈Â〉wσ̂1)|0〉
= 〈 f | i 〉(|0〉 − iǫ〈Â〉w|1〉) (9)

のように変化する. 再規格化を行うと,

|φ3〉 = |φ2〉/|||φ2〉|| ∼ |0〉 − iǫ〈Â〉w|1〉. (10)

ここで, プローブ系に対して, 物理量 R̂ =

−|v+〉〈v+| + |v−〉〈v−|, |v±〉 = (|0〉 ± i|1〉)/
√

2 の

理想測定を行うと, その期待値は

〈R̂〉 = 〈φ3|R̂|φ3〉 = 2ǫRe〈Â〉w (11)

となる. 同様に, Ĵ = |u+〉〈u+| − |u−〉〈u−|, |u±〉 =

(|0〉 ± |1〉)/
√

2 について

〈Ĵ〉 = 〈φ3|Ĵ |φ3〉 = 2ǫ Im〈Â〉w (12)

となる. このようにプローブの設定に応じて, 弱値

〈Â〉w の実部と虚部をそれぞれ測定することが可能
である. (事後選択とプローブ系の測定は後先になっ

ても構わない.)

4 ゲージ自由度と幾何学的位相

弱値は量子状態の位相と深くかかわっている. 量

子系の状態は複素ベクトル |ψ〉 で表わされる．こ
のとき，状態ベクトルには

|ψ′〉 = eiφ|ψ〉 (13)

のように位相の自由度 φ が残されている; これら 2

つの状態 |ψ〉，|ψ′〉 は同じ物理状態を表している．
同等な状態ベクトルの集まり ψ = {eiφ|ψ〉 | − π ≤
φ < π} は射線とよばれる. 位相 φ の選択の自由度

をゲージの自由度とよぶ．〈ψ′| = e−iφ〈ψ| であるこ
とに注意すると,物理量 Âの期待値 〈Â〉 = 〈ψ|Â|ψ〉,
や密度演算子 ρ̂ = |ψ〉〈ψ| などは, ゲージに依存し

ない量であることが分かる. ゲージに依存するかし

ないかは, 量子論において非常に重要な視点である.

位相 φ は任意に選べるので絶対的な意味はもた

ないが, 2状態間の相対位相は物理的意味を持って

いる. 異なる 2 状態 |ψ1〉，|ψ2〉 の間の相対位相
Φ := arg〈ψ1|ψ2〉 はゲージに依存する量である．実
際，|ψ′

1〉 = eiφ1 |ψ1〉，|ψ′
2〉 = eiφ2 |ψ2〉に対し，

Φ′ = arg〈ψ′
1|ψ′

2〉 = Φ− φ1 + φ2 (14)

となり，2つの相対位相 Φと Φ′ は一致しない．

このように, 2つのベクトル間の相対位相はゲー

ジに依存するため，φ1 − φ2 を適当に選ぶことでど

んな値もとりうる．この自由度を用いて, 〈ψ1|ψ2〉が
正の実数となるよう, すなわち, arg〈ψ1|ψ2〉 = 0 と

なるように調整できる. このとき，2つのベクトル

|ψ1〉, |ψ2〉 は「同位相」であるといい，|ψ1〉⌢ |ψ2〉
と表す．

例として, 偏光ベクトルの同位相関係を考えよう.

右回り円偏光，水平偏光，45◦ 偏光の 3 つの状態

をそれぞれ, |R〉 = (|H〉 + i|V〉)/
√

2，|H〉，|D〉 =

(|H〉 + |V〉)/
√

2 とおく. |R〉⌢ |H〉, |H〉⌢ |D〉 が
成り立つが, |D〉 6⌢ |R〉である. そこで,同じ円偏光

を表す |R ′〉 = e−iπ/4|R〉 を導入すると, |D〉⌢ |R ′〉
とすることができるが, 今度は |R ′〉 6⌢ |H〉 となっ
てしまう. この例の場合, 3つの状態を同位相でつ

なごうとしても, 必ずどこかに位相差 π/4が残って

しまうのである.

一般に, 3つの状態 (射線)できまる位相差

γ3(ψ1, ψ2, ψ3) := arg〈ψ1|ψ′
1〉

= arg〈ψ1|ψ2〉〈ψ2|ψ3〉〈ψ3|ψ1〉 (15)

は幾何学的位相と呼ばれる [5]. ブラとケットが対

で含まれているのでゲージに依存しない量である.

2 点に対する幾何学的位相は γ2(ψ1, ψ2) =

arg〈ψ1|ψ2〉〈ψ2|ψ1〉 = 0 である. また, 4 点に対

するものは, γ4(ψ1, ψ2, ψ3, ψ4) = γ3(ψ1, ψ2, ψ3) +

γ3(ψ1, ψ3, ψ4)となるので, 3点に対する幾何学的位

相が本質的である. 状態を連続的につないだ経路に

も同様に拡張できる.

偏光状態のような 2状態系の場合，幾何学的位相

γ3 は図 3に示すポアンカレ球上の球面 3角形の面

積 Ω と対応づけることができる:

γ3(ψ1, ψ2, ψ3) = −Ω
2
. (16)
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Ω

ψ1

ψ2
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図 3: ポアンカレ球上の球面三角形

5 弱演算子 — 2状態演算子

弱測定には, 事前選択状態 | i 〉 と事後選択状態
| f 〉 という 2つの状態が関与している [6]. そこで,

2つの状態によって定義される演算子を考える. す

ぐに思いつく | i 〉〈 f | はゲージ依存である. そこで,

〈 f | i 〉 6= 0 の場合,

Ŵ :=
| i 〉〈 f |
〈 f | i 〉 (= Ŵif) (17)

とおけば, ゲージに依存しない演算子が得られる.

これを弱演算子とよぶ. (
√

〈 i | f 〉/〈 f | i 〉| i 〉〈 f | や射
影演算子 P̂f, P̂i の合成 P̂fP̂i = | i 〉〈 i | f 〉〈 f | もゲー
ジに依存しない. これらもそれぞれ役割を担ってい

る. )

事前選択, 事後選択が同じものであるとき

(| i 〉〈 i | = | f 〉〈 f |) には, 密度演算子 ρ̂ = | i 〉〈 i | に一
致する. このことから弱演算子は密度演算子の拡張

であることが分かる. Tr Ŵ = 1 であることにも注

意する. Tr はトレースを表す.

弱値は, Ŵ を用いて

〈Â〉w = Tr ÂŴ =
〈 f |Â| i 〉
〈 f | i 〉 (= 〈Â〉w;if) (18)

と表される. 物理量 Â, 始状態 | i 〉, 終状態 | f 〉 の
3つによって決まる値である. 通常の期待値 〈Â〉 =

Tr Âρ̂ = 〈 i |Â| i 〉 とよく対応している. Tr X̂†Ŷ は

演算子 X̂, Ŷ の内積にあたる.

密度演算子 ρ̂ と異なり, 弱演算子 Ŵ は一般にエ

ルミートではない; Ŵ † 6= Ŵ . また, Ŵ と Ŵ † は非

可換であり, Ŵ は正規 (normal) でもない. つまり,

正規直交基底で対角化できない. 一方, ŴR := (Ŵ+

Ŵ †)/2, ŴI := (Ŵ − Ŵ †)/2i はそれぞれエルミー

ト演算子であり, Re〈Â〉w = Tr ÂŴR, Im〈Â〉w =

Tr ÂŴI のように, それぞれ, 弱値の実部と虚部を与

える. ŴR と ŴI は可換ではないため, 1つのサン

プルに対して,弱値の実部と虚部を同時に測ること

はできないが, サンプルが多数用意できれば, それ

ぞれ別々に測ることができる.

密度演算子が通常のアンサンブルを特徴づけるよ

うに, 弱演算子 Ŵif は, 事前選択 i と事後選択 f の

両方を通過した系がつくる部分アンサンブルを表し

ている. 比喩的にいえば, i 高校に入学し, 卒業後,

f 大学に進学した高校生による仮想的なアンサンブ

ル (大学別同窓会) を与えている. 各生徒が弱測定

によって性質を問われるのは高校在学中なのである

が, 部分アンサンブルへの帰属が決まるのは卒業時

である. しかし, その時点ではもはや高校生ではな

いので, 弱測定を課することはできない. なお, 在

学期間はまちまちでもよい. また, 弱くない通常の

測定を行うと, 系の持つ情報が失われ, 事後選択が

意味を持たなくなるので,この部分アンサンブルは

構成できなくなる.

6 弱値と複素確率測度

弱値の性質を見ておこう. 正規直交基底 |mk〉
(k = 1, 2, . . . , n) に対応する射影演算子 P̂k =

|mk〉〈mk| の弱値 wk は

wk = 〈P̂k〉w = Tr P̂kŴ =
〈mk| i 〉〈 f |mk〉

〈 f | i 〉 (19)

である. これらは,射影演算子による 1̂ の分解 P̂1 +

P̂2+· · ·+P̂n = 1̂に対応して, w1+w2+· · ·+wn = 1

を満たす. 添字の部分集合 ∆ ⊂ {1, 2, . . . , n} =: X

に関する射影演算子を

P̂ (∆) :=
∑

k∈∆

P̂k (20)

のように定義する. 対応する弱値w(∆) := 〈P̂ (∆)〉w
は複素数であり, 次の性質を満たす: (1) w(∅) = 0,
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(2)∆1∩∆2 = ∅ならw(∆1∪∆2) = w(∆1)+w(∆2),

(3) w(X) = 1.

このような性質は確率測度のそれに類似してい

る. つまり, | i 〉 から {|mk〉 | k ∈ ∆} に含まれる状
態のどれかを経由して | f 〉 へ到達する経路 ∆ をと

る「確率」が w(∆) であると解釈できる. しかし,

その「確率」が複素数値をとる点が通常の確率と異

なっており, 複素確率測度とよばれるものになって

いる. P̂k の固有値が {0, 1} であるにもかかわらず,

その弱値である wk = 〈P̂k〉w は複素数であり,その

絶対値は 1より大きくなりうる.

量子系の場合,経路に確率を割り当てようとする

と, 1を越える値や負の値, さらには複素数を許さ

なければならないことを示している. Feynman は

初心者向けに量子論の話をする際,経路に割り当て

られた複素数の和の重要性を強調している [7].

3つ箱問題 [6]は負の確率の表れる典型例である.

n = 3 の場合, | i 〉 = (|m1〉 + |m2〉 + |m3〉)/
√

3,

| f 〉 = (|m1〉+ |m2〉 − |m3〉)/
√

3 とすると, w1 = 1,

w2 = 1, w3 = −1 となる. さらに, w({1, 2}) = 2,

w({2, 3}) = 0, w({3, 1}) = 0, w({1, 2, 3}) = 1 で

ある. これはパラドックスとして提示されたもので

あるが, 通常の確率としてではなく, 弱値として解

釈すれば納得しやすいし,実際に測定することもで

きる.

ところで, 部分アンサンブル Ŵif に対して, 経路

| i 〉〈 i |, | f 〉〈 f | の弱値が 〈| i 〉〈 i |〉w = 〈| f 〉〈 f |〉w = 1

であることは簡単に確かめられる. この部分アンサ

ンブルに属する系は,その事前選択と事後選択には

さまれた期間において,確実に状態 | i 〉 にあったと
も, 確実に状態 | f 〉 にあったともいえるのである.

一般に演算子 | i 〉〈 i | と | f 〉〈 f | は非可換なので, 両

方が同時に確定値 1 をとるような通常の意味での

状態 (アンサンブル) は存在しない.

7 弱値と幾何学的位相

物理量 Â のスペクトル分解が Â =
∑

k akP̂k の

とき, 弱値は 〈Â〉w =
∑

k akwk と表せる. このよう

に物理量の弱値の異常性 (値が大きいこと, 複素数

であること) の原因は wk の異常性に遡ることがで

きる. さて, wk の位相は式 (19) より

arg wk = arg
〈 f |mk〉〈mk| i 〉

〈 f | i 〉
= arg〈 i | f 〉〈 f |mk〉〈mk| i 〉 = γ3( i ,mk, f ). (21)

通常の弱測定では | i 〉, | f 〉 は直交に近いので,ポア

ンカレ球上では共役点に近い関係にある. したがっ

て, |mk〉 の選びかた次第で, wm の位相は大きく変

化することが分かる. 逆に | i 〉 と | f 〉 が同じ状態の
場合, つまり通常の測定においては位相はゼロにな

る. 弱値には 3つの量子状態が関与しており, それ

らによって決まる幾何学的位相が背後で効いている

ことにあるといえる. 弱値の特異なパラメータ依存

性が球面 3角形の面積の性質に関係することが知ら

れている [8, 9].

簡単な例をみておこう. 2 状態系の基底を

(|0〉, |1〉) とする.

| i 〉 = |0〉, | f 〉 = cos θ|1〉 + sin θ|0〉

|m1〉 =
|0〉 + eiβ|1〉√

2
, |m2〉 =

|0〉 − eiβ |1〉√
2

(22)

であるとする. 射影演算子に対する弱値は

w1 = 1
2
(1 + e−iβ cot θ), w2 = 1

2
(1 − e−iβ cot θ)

となる. θ が π/2 に近い場合, すなわち | i 〉, | f 〉 の
隔たりが小さい場合には, w1 ∼ 1/2, w2 ∼ 1/2 で

あり, 古典的直観に近い. 逆に θ がゼロに近い場合

には, 絶対値が | cot θ | の大きい複素数の打ち消し
の結果として, w1 + w2 = 1 が達成されており, 波

動の干渉性が大きく効いている.

8 混合状態による選択

事前選択, 事後選択が混合状態の場合の弱演算

子は

Ŵ =
ρ̂iρ̂f

Tr ρ̂fρi

(23)

と定義するのが適当である. ρ̂f = | f 〉〈 f |, ρ̂i = | i 〉〈 i |
を代入すると,純粋状態の場合の式 (17)が得られる.
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事後選択が完全混合の場合, すなわち, ρ̂f = 1̂/n

の場合の弱演算子はŴ = ρ̂i であり,弱値は 〈Â〉w =

Tr Âρ̂i = 〈Â〉 となる. つまり, 事後選択がないのと

同じであり, 初期状態に対する通常の期待値になる.

このことからも,弱値が通常の期待値の拡張である

ことがわかる. 事前選択が完全混合の場合も同様の

結果が得られるが,実験的には少し趣の異なった状

況になっている.

事後選択が 2 つの状態 |f1〉, |f2〉 の重み p1, p2

(≥ 0)の混合の場合を考える. すなわち事後選択が

密度演算子 ρ̂f = p1|f1〉〈f1| + p2|f2〉〈f2|, p1 + p2 = 1

の場合の弱値は

〈Â〉w =
p1|〈 i |f1〉|2〈Â〉w1 + p2|〈 i |f2〉|2〈Â〉w2

p1|〈 i |f1〉|2 + p2|〈 i |f2〉|2
(24)

となって, 弱値は事後選択に関する重みづき和

で表されることがわかる. ただし, 〈Â〉wj =

〈 i |Â| f j〉/〈 i | f j〉 (j = 1, 2). 注目すべきは, 絶対

値の大きい弱値 (小さい |〈 i |fj〉|) には小さい重みが
つくということである. つまり, 期待値を上回る大

きい弱値は事後選択における混合に対して脆弱なの

である.

9 波動関数の弱測定

状態ベクトル |mk〉 (k = 1, 2, . . . , n) が正規直交

基底をつくっているとする. 任意の状態ベクトル

|ψ〉 = | i 〉 を初期状態とみなす. 事後選択の状態を

基底の均等な和 | f 〉 = (1/
√
n)

∑n
k=1 |mk〉 と選ぶ.

演算子 P̂k = |mk〉〈mk| の弱値は

〈P̂k〉w = ψk

/

n
∑

k=1

ψk (25)

である. ψk = 〈mk|ψ〉 は確率振幅, すなわち波動

関数である. したがって, k を変えながら, 弱測定

を行うことで波動関数 ψk を求めることができる.

ゲージは基底 |mk〉 の位相の選びかたで固定されて
いる. 連続基底 |x〉 (−∞ < x < ∞) の場合の波動

関数 ψ(x) = 〈x|ψ〉 の測定が偏光を用いて行われて
いる [3]. しばしば, 波動関数は, 対応する物理量が

ない, 複素数である, などの理由で測定できないと

されてきたが,弱測定という枠組では実測可能な量

である.

10 まとめ

従来, 弱測定はその不思議な側面, すなわち固有

値を越える大きな測定結果が得られることや,弱値

が複素数であることなどが議論の対象とされてき

た. ここでは, 弱演算子が密度演算子の自然な拡張

であることを示し, その有用性を示すとともに, 弱

値の不思議な振舞に幾何学的位相が深くかかわって

いることを見てきた.

Aharonovらは, さらに弱測定の部分アンサンブ

ルを援用して,時間の向きに関して対称な量子論の

枠組を作ろうと考えている [10]. また, コンシステ

ント・ヒストリー理論 [11]との関係も指摘されて

いる.
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